Examen - physique générale 1 2019 Dr. Sylvain Bréchet

E PF L 1. Billes oscillant dans un tube (3.5/10 points)

Nom: | [ [ [ [ [[[[[]]]]]
Prénom:| | | | [ [ [ [ [[[[[[]]

Ne Sciper:| | | | [ | |

Dans un plan vertical, une bille considérée comme un point matériel de masse m est reliée a une
autre bille considérée comme un point matériel de masse mo par un ressort de constante élastique k et
de longueur a vide £y. Le systéeme constitué des deux points matériels est astreint a se déplacer sans
frottement le long d’un tube immobile qui fait un angle o avec la droite horizontale passant par les
points O et A. On décrit la dynamique du systeme de points matériels par rapport au repére cartésien
(O,&,9,2). Soit r1 = z1 & le vecteur position du point matériel de masse mq, ro = x2 & le vecteur
position du point matériel de masse ms et g la norme du champ gravitationnel g. Soient M = my +mso
la masse totale du systeme, p = mq mo/(mq + msg) la masse réduite du systeme, Am = mg — my la
différence de masse entre les deux points matériels et L la distance qui sépare le point A de I'axe Ox
de symétrie du tube. On suppose qu’il n’y a aucune force de frottement a considérer dans ce probleme.

Questions et réponses au verso !
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1. (1.0 point) Déterminer les deux équations scalaires du mouvement des points matériels de
masse mq et mgy, résultant de la projection des lois vectorielles du mouvement de ces points
matériels le long de 'axe Ox de symétrie du tube, en termes des coordonnées de positions
x1 et xo, des dérivées temporelles de ces coordonnées de position et des grandeurs scalaires
constantes m1, ma, g, a, k, {g :

Les forces extérieures exercées sur les deux sous-systemes formées des points matériels de masses
m1 et mg sont leurs poids P; et P», les forces élastiques Fi 1 et F, o exercées par le ressort
et les forces de réaction normale N7 et Ny exercées par le tube. Ces forces sont exprimées en
coordonnées cartésiennes comme,

P=mig=myg(sina® — cosag) et P,=mog=mog(sina® — cosag)
Fe’lzk((xg—ml)—fo)i et F€72:—Fe’1:—k‘((l‘2—xl)—fo)i
N1 =N g et Ny =Ny g

Les accélérations des points matériels de masse m; et mg, orientées le long de ’axe de symétrie
Ox du tube s’écrivent,
alzi‘li et CL2=5L"2§2

Les lois vectorielles du mouvement des deux points matériels sont,
Z F™ =P +F.1+ Ny =ma;
Z Fy*' = Py + Fo 3+ No = mgay

Les projections de ces lois vectorielles le long de I’axe Ox de symétrie du tube s’écrivent,

masse mi: migsina+k ((:1;2 — 1) — EO) =mi 2
masse Mmeo: Mmogsina— k ((1;2 —x1) — Eo) = ma Io
2. (1.0 point) Compte tenu des conditions initiales 1 (0) = —d et z2(0) = d sur les coor-

données de position et les conditions initiales 1 (0) = @2 (0) = 0 sur les coordonnées de vitesse,
déterminer ’évolution temporelle de la coordonnée X¢ (¢) du centre de masse et 1’évolution
temporelle de la coordonnée relative z (t), définies respectivement comme,

mix1 + mox2

Xg=—7—"7-——"7""- et T =T9— T1
mi -+ ms

en termes du temps t et des constantes g, d, £y, o, k, M, Am et p :

Les dérivées temporelles premiere et seconde de la coordonnée de position du centre de masse
X s’écrivent,

. my X1 + Mo To s mi L1 + mg Lo
Xg=—"——""°"= et Xg=—"——-—"7""=-
mi + ma mi + ms2
Par conséquent, en divisant la somme des équations du mouvement des deux points matériels
par la masse totale M = my + mga, on obtient,

m1i +mods  mygsina+msgsina

X = = =g sina
“ mi + ms mi + ms g
Compte tenu des conditions initiales z1 (0) = —d, 22(0) = d et 41 (0) = #2(0) = 0, les
conditions initiales sur les coordonnées de position X et de vitesse X du centre de masse
sont,
mo — my Am .
X (0) = d= d et Xg(0)=0
6(0) = T2 g = ¢ (0)
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En intégrant deux fois successivement 1’équation du mouvement du centre de masse par rapport
au temps, on trouve,

1 5  Am
Xg(t)zig sinaterT??d

De plus, les dérivées temporelles premiere et seconde de la coordonnée de position relative x
s’écrivent,

T =2x9— I et T =x9— I
Par conséquent, en prenant la différence des équations du mouvement des deux points matériels
divisée par leur masse, on obtient,

i:@—jfhw<14—1>Q@—xﬁ—%):—z@—%)

myp M2

A T’aide de la coordonnée de déformation relative du ressort y = x — fy, dont la dérivée
temporelle seconde est §j = &, I’équation du mouvement peut étre mise sous la forme,

k
y+—-y=0
7]

Elle décrit un oscillateur harmonique dont la solution générale est de la forme,

y(t) = A cos <\/Et+g0>

ou A est 'amplitude du mouvement et ¢ est 'angle de déphasage. Ainsi, la solution générale
de la coordonnée de position relative et sa dérivée temporelle s’écrivent,

x(t):Acos<\/Et+g0>+€o et dc(t):—A\/Esin<\/Et+cp>

Compte tenu des conditions initiales x1 (0) = —d, x2(0) = d et 41 (0) = d2(0) = 0, les
conditions initiales sur la coordonnée de position relative x et sur sa dérivée temporelle 2 sont,

z(0) =2d et £(0)=0
ce qui implique que,
=0 et A+1ly=2d

Ainsi, la coordonnée de position relative comme fonction du temps s’écrit explicitement,

z(t) = <2d— €0> cos <\/Ez‘> + 4y

3. (1.0 point) En prenant comme référence d’énergie potentielle gravitationnelle la droite hori-
zontale qui passe par les points A et O et comme référence d’énergie potentielle élastique 1’état
du ressort au repos, déterminer I'énergie cinétique T' et 1’énergie potentielle V' du systeme de
points matériels en termes des coordonnées de position X et xz, des coordonnées de vitesse
X et & et des grandeurs scalaires constantes M, W, g, a, k, £y

L’énergie cinétique des totale T des deux points matériels s’écrit,

1 1 1 1
T==-m o>+ =mev3 ==mi &>+ = moi>
g 11T g T2 T g T g TR
En inversant les relations entre les coordonnées, on trouve,
m m
a:lng——Qx:Xg—ix et :UQZXg—i——lx:XG—I-ix
M mq M mo
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La dérivée temporelle de ces relations s’écrit,

j:lng—mij: et ¢2=Xg+mi:b
1 2

L’énergie cinétique des totale T des deux points matériels peut alors étre mise sous la forme,

1 : o\ 1 : p \? 1 L, 1/1 1
T=—-m | Xg— —2| +=-ma | Xg+ —=x :f(m1+m2)Xé+f —_— 4+ — u2a’:2
2 mi 2 mo 2 2 mi mo

Ainsi, I'énergie cinétique T se réduit a,
1 . 1
T=3 M X% + 3 e

L’énergie potentielle V' totale du systeme est la somme de 1’énergie potentielle gravitationnelle
Vy et de I'énergie potentielle élastique V, :

1 2
V=V,+Ve=—migx sina— max1 g sina+§k((m’g — 1) — EO)
Ainsi, I’énergie potentielle V' se réduit a,

1
V=-MgXgsina+ ik(ﬂcf 50)2

4. (0.5 point) Déterminer I’expression vectorielle du moment cinétique L 4 du systéme de points
matériels évalué au point A en termes des grandeurs scalaires constantes M, L, de la coordonnée
de vitesse du centre de masse X ou de la coordonnée de vitesse relative & et d’un vecteur
unitaire du repere cartésien (O, &, 9, 2) (n.b. signe inclus) :

Le moment cinétique L4 du systéme de points matériels évalué au point A est la somme des
moments cinétiques des deux points matériels,

L= (r1— OA) x mivi + (ro — OA) x myvs

Compte tenu du fait que les points matériels sont astreints a se déplacer le long de I'axe Oz,
le moment cinétique L 4 s’écrit,

LA = (xlif? — L’g) X mls'c195+ (ngii — L’g) X mgi‘Q’i’ = (mli'l JrTTLQi?Q)Lﬁ
Ainsi, le moment de cinétique L 4 se réduit a,

Li=MXgL2
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E PF L 2. Centrifugeuse accélérée (3.5/10 points)

Nom: | [ [ [ ][] IT[[[]]]

Préenom:| | | | [ [ [ [ [ [[[[[]]

Ne Sciper:| | | | [ | |

T3,Ys

Q = cste

Yo

O=A

Ll 1))

Ty

On considere une centrifugeuse constituée d’un tube tournant dans un plan horizontal avec une
accélération angulaire Q = Q&3 constante et une vitesse angulaire 2 = Q &3 autour de son extrémité
située au point O. Un point matériel P de masse m est astreint a se déplacer le long du tube. On associe
au référentiel absolu de la centrifugeuse le repere absolu (O, &1, &2, &3) et au référentiel relatif du tube
le repere relatif (O, g1, go2, ¥3) ou 'axe Oy est orienté le long du tube. Le point matériel est soumis

m
au champ gravitationnel g = — g &3 et a l'action d’une force de frottement visqueux Fy = — — v, (P)
T

ou 7 est le temps d’amortissement et v, (P) est la vitesse relative du point matériel.

Questions et réponses au verso !
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1. (1.5 point) Dans le référentiel relatif du tube, établir les expressions vectorielles de la force
centrifuge F,, de la force de Coriolis F¢ et de la force d’Euler Fg en termes des coordonnées
cartésiennes de position relative, des coordonnées cartésiennes de vitesse relative, des grandeurs
scalaires m, Q, Q et des vecteurs unitaires du repere relatif cartésien (O, g1, §o, §3) (n.b. signe
inclus) :

Les vecteurs position, vitesse et accélération relatives du point matériel P, qui se déplace le
long de ’axe de coordonnée relative radial Oy, sont écrits en coordonnées cartésiennes relatives
comme,

r(P)=nig et v (P)=p191 et a (P)=iHhth
Les vecteurs vitesse angulaire €2, accélération angulaire € sont écrits comme,
Q=0Qg; et ND=0Qg;
Par conséquent, la force centrifuge F. est donnée par,
F.= —mQx (Q X Ty (P)) = —mQ%y; g3 ¥ (s x g1) =m Q%y1
la force de Coriolis F¢ s’écrit,
Fo=-2mQxuv, (P)==-2mQy19s x g1 = —2m QY1 Yo

et la force d’Euler s’exprime comme,

Fp=-mQxr, (P)=—-mQyi 93 x g1 = —mQy1 92

2. (1.0 point) Dans le référentiel relatif du tube, déterminer ’équation scalaire du mouvement
le long de I'axe de coordonnées relatif Oy, et 'expression vectorielle de la force de réaction
normale du tube IN en termes des coordonnées cartésiennes de position relative et de leurs
dérivées temporelles, des grandeurs scalaires m, g 7, €, Q) et des vecteurs unitaires du repere
relatif cartésien (O, g1, 2, Y3) (n.b. signe inclus) :

Les forces extérieures exercées sur le point matériel sont son poids P, la force de réaction
normale IN et la force de frottement visqueux F; qui s’expriment en coordonnées cartésiennes
relatives comme,

P=mg=-mgygs et N=DN2g>+N3gs et Ff=—7’vr(P):—7ZhQ1
La loi vectorielle du mouvement relatif s’écrit comme,
> F*4+Y F"=P+N+Fs+F.+Fo+Fg=ma, (P)

La projection de cette loi le long des lignes de coordonnées cartésiennes relatives donne lieu a
trois équations scalaires,

m .
selon §1: —— 1 +mQ*y =mih
T

selon s : NQ—Qmle—mlezo
selon ¢3: —mg+ N3=0

Par conséquent, la force de réaction normale IN s’écrit explicitement comme,

N=m <2Qy1+le) Y2 +mg Ys
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3. (1.0 point) Dans la limite ol la norme de la force centrifuge est négligeable par rapport a
la norme de la force de frottement visqueux, i.e. ||Fe|| < || Fy||, déterminer I’équation horaire
y1 (t) le long du tube compte tenu des conditions initiales y; (0) = 0 et g3 (0) = v1 en termes
de v et d’autres grandeurs scalaires.

La condition physique sur les normes des forces || F| < || Fy|| s’écrit explicitement comme,
m .
m Q1 < — i
T
Compte tenu de cette condition, I’équation du mouvement le long de 'axe Oy; du tube, divisée
par la masse m, se réduit a,

.. 1.
yB=—-u
T

Compte tenu de la condition initiale ¢; (0) = v; sur la coordonnée de vitesse relative, 'intégrale
par rapport au temps de 0 a t de ’équation du mouvement s’écrit,

t
71 (L) = v e — —
7 (t) nexp( 7_>

Compte tenu de la condition initiale y; (0) = 0 sur la coordonnée de position relative, 'intégrale
par rapport au temps de 0 a ¢t de I’équation de la vitesse donne I’équation horaire y; (¢) le long

du tube,
(t) = l1—e !
1 v xp [ — —
Y1 v T pl—-
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E PF L 3. Barre en précession (3/10 points)

Nom: | [ [ [ [ [[[[[]]]]]
Prénom:| | | | [ [ [ [ [[[[[[]]

Ne Sciper:| | | | [ | |

Une barre indéformable et homogene de masse M, de longueur L, d’épaisseur e négligeable, i.e. e < L,
est fixée a I'une de ses extrémité au point O. L’orientation de la barre fait un angle 8 = cste avec ’axe
vertical passant par I'origine O. La barre est en rotation autour de cet axe vertical a vitesse angulaire
Q2 = Q2 = cste ou £ est le vecteur unitaire vecteur orienté vers le haut. Soit (G, 7, é, ¢?) le repere
d’inertie sphérique lié a la barre et g la norme du champ gravitationnel g. Le moment d’inertie de la
barre rapport a I’axe principal d’inertie radial G# passant par son centre de masse G est négligeable,
i.e. I, = 0. Les moments d’inertie de la barre par rapport aux axes principaux d’inertie nodal GO et
azimutal G(]B passant par son centre de masse G sont égaux et s’écrivent Igg = I,y = % ML?. On
considere qu’il n’y a pas de frottement.

Questions et réponses au verso!
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1. (0.5 point) Etablir l'expression vectorielle du moment cinétique L¢ de la barre évaluée par
rapport a son centre de masse G en termes des grandeurs scalaires M, L, €2, 6 et des vecteurs

unitaires du repére d’inertie sphérique (G, 7,0, é) (n.b. signe inclus) :

Le vecteur vitesse angulaire s’écrit en coordonnées sphériques comme,
Q=Q,7+0,0=0 (f cos9ﬁ+sin90)

Etant donné que I, = 0, le moment cinétique Lg de la barre évaluée par rapport a son centre
de masse G s’écrit en coordonnées sphériques comme,

~ 1 R
Lo=1q900 = E]\JLQQsin@G

2. (1.0 point) Etablir I'expression vectorielle du moment cinétique Lo de la barre évaluée par
rapport a l'origine O en termes des grandeurs scalaires M, L, €, 6 et des vecteurs unitaires du

repere d’inertie sphérique (G,ﬁ,é, J)) (n.b. signe inclus) :

Solution 1 : Comme l'origine est immobile, i.e. Vo = 0, la vitesse Vi du centre de masse
s’écrit en coordonnées sphériques comme,

~ L L ~
ngﬂXOG:Q(— cos@'ﬁ+sin90) X SP =g Qsing

Le moment cinétique Lo de la barre évaluée par rapport a l'origine O s’écrit en coordonnées
sphériques comme,

L 1 N 1 A
Lo=0G x MVg+ Lg = 57* X <—2MLQ sin9d)> + Lo = ZMLQQ sinf @ + Lg
ce qui implique que
1 ~
Lo = 3 ML*Q sinf 0

Solution 2 : Le théoréeme d’Huygens-Steiner affirme que le moment d’inertie Ip g de la barre
par rapport  I’axe principal d’inertie nodal O passant par Iorigine O s’écrit,

L\* 1 .
Iog=1Ige+M <2> =3 ML?

Le moment cinétique Lo de la barre évaluée par rapport a l'origine O s’écrit en coordonnées
sphériques comme,

~ 1 . ~
Lo=10p0= 5MLZQSine@

3. (1.0 point) A T'aide d’un théoréme de dynamique du solide indéformable, déterminer ’angle
0 = cste que fait la barre avec 'axe de rotation vertical en termes de grandeurs scalaires
constantes données dans ’énoncé :

La dérivée temporelle du moment cinétique Lo de la barre évaluée par rapport a 'origine O
s’écrit,

. 1 A

Lo= gMLzﬁsiHHO

ou la dérivée temporelle du vecteur unitaire 8 est donnée par 1’équation de Poisson,

é:QXé:Q<— 0059ﬁ+sin99> x0=—Qcosld
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Par conséquent,

. 1 ~
Lo=- 3 ML?Q?%sin6 cosf ¢

La résultante des moments de forces extérieures M S évaluée par rapport a l'origine O est di
uniquement au poids Mg de la barre appliqué en son centre de masse GG. Ainsi,

L ~ 1 “

M§* = OG x Mg = 5 x Mg (cos@f’ . sinee) — — 3 MLgsing
Le théoreme du moment cinétique évalué au point O,
Mg = Lo

projeté selon le vecteur unitaire (;7) tangent a la ligne de coordonnées ¢ se réduit a,

1
29

1
§LQZ cos

Par conséquent, I’angle de nutation 6 entre la barre avec 'axe vertical s’exprime comme,

0 = arccos 39
N 2L 02

4. (0.5 point) Par rapport au référentiel d’inertie du sol, déterminer l’expression de 1’énergie
cinétique T de la barre en termes des grandeurs scalaires constantes M, L, € et 6.

Solution 1 : L’énergie cinétique totale T" de la barre est la somme de ’énergie cinétique associée
au mouvement circulaire du centre de masse autour du point C' et de I’énergie cinétique associée
a la rotation propre de la barre autour du centre de masse G,

2
1M <§Q sin9> —i—l <112 ML2> (Qsin 0)?

1 1
T=-MV2+-I5,0%=
g MVatglaetts =5 2

Ainsi, I'énergie cinétique totale de la barre est,
L2062 2
T = 6 M L“Q)* sin“ 0

Solution 2 : L’énergie cinétique totale T" de la barre est ’énergie cinétique associée a la rotation
de la barre autour de l'origine O a I'extrémité de la barre,

1 1/1
T=-1Iop0%= 3 <3 ML2> (Qsin 6)?

Ainsi, I'énergie cinétique totale de la barre est,

1 f
T = G M L*Q?sin? 0
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